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"Flini ftifimg. 

§1. 

Da die folgenden üntersachungen in Fragestellung and Methode an eine 
Abhandlang von Herrn Hirsch^) anknüpfen, mögen zanächst dessen Besultate 
kurz wiedergegeben werden. 

In der Yariationsrechnang beginnt man mit der Aufgabe, eine Funktion y 
von X so zu bestimmen, dass das Integral 



«0 



ein Maximum oder Minimum wird, wenn f eine gegebene Funktion ihrer Argu- 
mente ist, und zeigt, dass die gesuchte Funktion y der Differentialgleichung 

i^(«,y.y',--,!^>)= Vif) = J;-i)'^[^] = 

genfigen muss, die von der 2n ten oder einer geringeren aber, wie man weiss ^, 
jedenfalls geraden Ordnung ist. 

Die Funktion F hat, wie Jacobi gezeigt hat^, die merkwürdige Eigen- 
schaft, dass der aus ihr abgeleitete lineare homogene Differentialausdruck 

sich selbst adjungiert ist, d. h. dass die Identität 

besteht; u bedeutet dabei eine willkürliche Funktion von x. 

1) A. Hirsch, Ueber eine charakteristische Eigenschaft der DifferenHalgleichungen der 
VariaHonsrechnung, Math. Annalen Bd. 49. 1897, S. 49—72. 

2) G. Frobenius, Ueber aäQungierte lineare Differentialausdrikke. Journal für Mathematik, 
Bd. 85. 1878, S. 206. 

3) G. G. J. Jacobi, Zur Theorie der Variationsrechnung und der Differentidlgleichungen. 
Journal für Mathematik, Bd. 17. 1887, S. 68—82; wieder abgedruckt Ges. Werke, Bd. 4, 
S. 89—56 und 0stwald*6 'Klassiker Nr. 47, S. 87—98. 

1* 



— 4 — 

Dass diese Eigenschaft der Differentialgleichungen der Yariationsrechnang eine 
charakteristische ist, hat Herr Hirsch gezeigt, indem er folgenden Satz bewies: 

Wenn die Funktion J^(^, y,ff', -••»y^"^) von der geraden Ordnung 
2n die Eigenschaft hat, dass der aus ihr abgeleitete lineare ho- 
mogene Differentialausdruck 

sich selbst adjungiert ist, so lässt sich durch Quadraturen eine 
Funktion /*(a?, y, y', • • • y^^O ermitteln derart, dass J' mit Hülfe von 
f in der Form dargestellt werden kann 



j._Fm=|(-i)'^m. 



öy^ 

Die Differentialgleichung JF = ist mithin der Aufgabe 
der Variationsrechnung äquivalent, das Integral 



^0 



EU einem Extremum zu machen. 

Diese Fragestellung lässt sich sofort auf vielfache Integrale und partielle 
Differentialgleichungen übertragen. Es seien rr, , rc, , • • *, rr» n unabhängige Ver- 
änderliche, y eine unbekannte Funktion von ihnen. Es werde ferner 



yvjv^,.,Vn ~ 



gn + *iH \-^ny 



V« 



gesetzt: dann muss eine Funktion y, die das n fache Integral 



X 



= 0. 



zu einem Extremum macht, der partiellen Differentialgleichung genügen: 

Auch hier hat F, wie Herr Hirsch zeigt, stets die Eigenschaft, dass der 
lineare homogene Differentialausdruck 

8F =y\ ^ ^^ u ^ ^ 



sich selbst adjungiert ist, dass also die Identität 

^^,,,,...,, '••'••••*• ^' dxyx:\..ax:* Löy,^,.....». J 



besteht. 
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Herr Hirsch bezeichnet es als wahrscheinlich, dass auch bei beliebig yielen 
unabhängigen Veränderlichen der ßäckschluss von der genannten Eigenschaft des 
Ausdruckes dF auf die Structur der Funktion F gestattet ist, begnügt sich aber 
mit der Untersuchung des besonderen Falles, dass man sich auf partielle Differen- 
tialausdrücke zweiter Ordnung mit 2 und 3 unabhängigen Variabein beschränkt, ^da 
dem Nachweise der Richtigkeit dieser Vermutung grössere Schwierigkeiten ent- 
gegenzustehen scheinen^. 

Er hat dabei folgende Ergebnisse gewonnen: 

Man setze: 

und es liege ein partieller Differential ausdruck zweiter Ordnung 

F{x^,x^,...,x^] y; y^,y^, ...,y.; yn,yw,...,yj 

vor. Damit dF sich selbst adjungiert ist, muss sein: 

*-r, dF ^dF ^ dF 

dy idy, ' i^k^ya 



dy i dy, [dy, J i'ki dx^ dx^ [dy^ j 



Führt man noch nach dem Vorgange von Eronecker das Zeichen d^^ ein, 
das, wenn i 4= * ^^^i ^^^ Wert Null hat, wenn i = k ist, den Wert 1 darstellt, 
80 ergeben sich hieraus durch Vergleichung folgende 2 G-ruppen von Relationen : 

Da jedoch die Relationen der zweiten Gruppe eine unmittelbare Eonsequenz 
der Relationen der ersten Gruppe sind, genügt es, diese allein zu beachten. 

Entwickelt man den Ausdruck auf der linken Seite und fasst die Terme für 
sich zusammen, welche die dritten Ableitungen von y enthalten, so findet man 
weiter 

2 t-J^a+sj{i+8^;)y^., = 0. (fc = 1,2,. ..,n) 

Damit dF sich selbst adjungiert ist, muss daher das System von Differential- 
gleichungen 

(S) { d^F 

erfüllt sein. 



- 6 — 

Diese Bedingungen sind notwendig und hinreichend für das Verschwinden 
der dritten Ableitungen in (1). 

Bei der weiteren Diskussion beschränkt sich Herr Hirsch auf den Fall, 
dass nur 3 unabhängige Variabele auftreten. Im Falle n = 3 lässt sich nämlich 
leicht zeigen, dass die allgemeinste Lösung des Systemes (S) eine lineare Funktion 
der symmetrischen Determinante | ^n^ti^u I und ihrer sämtlichen Subdeterminanten 
ist. Auf G-rund dieses Satzes beweist er dann, dass F auf die Form V(f) ge- 
bracht werden kann, wo f selbst von der zweiten Ordnung ist. 

Hier knüpft die vorliegende Abhandlung an. 

In dem ersten Abschnitt wird der Versuch gemacht, jenen Satz über 
das System (S) auf beliebig viele Variabele auszudehnen, also folgendes Theorem 
zu beweisen: 

I. Die allgemeinste Lösung des Systemes (S) von Diffe- 
rentialgleichungen ist eine lineare Funktion der symme- 
trischen Determinante 

und ihrer sämtlichen Subdeterminanten. 

Zu diesem Zwecke wird, nachdem in § 2 einige Bemerkungen über sym- 
metrische Determinanten und ihre Subdeterminanten vorangeschickt sind, in § 3 
eine Methode entwickelt, das Theorem I unter der Annahme, dass es für 
n = m — l richtig ist, für n = m zu beweisen, und in Verfolgung dieses Weges 
in § 4 gezeigt, dass dieser Schluss von n — 1 auf n dann und nur dann richtig 
ist, wenn eine sehr naheliegende Lösung eines bestimmten Systems algebraischer 
Gleichungen (®) eine erlaubte ist, d. h. wenn sie einer allgemeinen Lösung eines 
gewissen von (S) abgezweigten Systemes von Differentialgleichungen (27) entspricht. 

Nachdem in § 5 die offen gebliebene Frage nach der Erlaubtheit jener 
Lösung des Systemes (@) zunächst präzisiert ist, stellt sich bei der weiteren 
Untersuchung heraus, dass ihre Beantwortung von dem Nachweise abhängt, ob 
unter den Gleichungen eines gewissen linearen Systemes r un- 
abhängige sind, wo r eine ganz bestimmte Zahl ist, oder, was 
dasselbe ist, von dem Nachweise, dass wenigstens eine Deter- 
minante rten Grades einer bestimmten Matrix, deren Elemente 
die Werthe 0, + l,--l haben, von Null verschieden ist. 

Dass es stets eine solche Determinante giebt, ist sehr wahrscheinlich, jedoch 
scheint der Beweis dafür nicht leicht zu sein. Wohl aber lässt sich zeigen, 
dass diese Behauptung für n ^ 7 richtig ist, so dass mindestens für diese 
Werte von n die Gültigkeit des Theorems I dargethan ist. 

Zum Vorstehenden sei noch bemerkt : 

1) Der von Herrn Hirsch behandelte Fall n = 3 muss als singulärer 
bezeichnet werden. Es fehlen nämlich in diesem Falle gewisse Gruppen von 
Differentialgleichungen im Systeme (S). Infolgedessen tritt bei dem Schluss von 
n s= 2 auf n = 3 jenes algebraische Gleichungssystem (®), in dessen Lösung 
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die Schwierigkeit der Aufgabe liegt, noch garnicht auf, so dass dieser Schloss 
ohne weiteres gemacht werden kann. Erst die Behandlung von Fällen, wo n > 3 
ist, giebt daher eine sichere Grundlage für die Vermutung, dass das Theorem I 
allgemeine Gültigkeit habe. 

2) Da das Verfahren eines Schlusses von n — 1 auf n auf algebraische Schwierig- 
keiten stiess, habe ich auch den Versuch gemacht, das System (5) auf direktem 
Wege zu integrieren. Bei der Durchführung der sehr mühsamen Rechnung kam 
ich indes zum Schluss auf ein ganz analoges algebraisches Problem, dessen Lösung 
mir ebenfalls nur für die Fälle n^7 gelang. Die grosse Verwickelung der 
Formeln liess aber eine Darstellung des Beweises auf diesem Wege nicht als 
angebracht erscheinen. 

In § 6 werden unter der Annahme, dass n eine Zahl bedeute, für die das 
Theorem I Gültigkeit hat, diejenigen Relationen entwickelt, die für die Koeffi- 
zienten der Subdeterminanten aus der Bedingung folgen, dass dF sich selbst- 
adjungiert ist. Man erhält diese Relationen, wenn man den für F gefundenen 
Wert in (1) einsetzt und die dadurch entstandenen Gleichungen in allgemeinster 
Weise identisch erfüllt. 

Der zweite Abschnitt dient dem Nachweise, dass F auf die Form V(f) 
gebracht werden kann. Zu diesem Zwecke werden in § 7 zunächst die beiden 
allgemeinen Sätze bewiesen: 

1) Lässt sich der Differentialausdruck zweiter Ordnung JF von 
der Beschaffenheit, dass sein dF sich selbst adjungiert ist, auf 
die Form V(f) bringen, so ist/in Bezug auf die zweiten Ableitungen 
ein Ausdruck derselben Structur wie F. 

2) Ist 9 eine lineare Funktion der Subdeterminanten der 
symmetrischen Determinante | yiiy„...y,»|, so hat V(q>) dieselbe 
Beschaffenheit. 

Der Beweis des Satzes 2) wird durch ausführliche Entwickelung des Aus- 
druckes V(q)) erbracht. In § 8 werden sodann geeignet construierte Grössen V(q>) 
in der entwickelten Form dazu benutzt, um durch ihre Subtraktion von F diesen 
Ausdruck nach und nach zu Null zu machen. Nachdem das Verfahren zuerst 
in allgemeiner Weise skizziert ist, wird es für w s= 4 und n = 5 wirklich 
durchgeführt und so wenigstens für diese Werte von n der Beweis erbracht für 
das Theorem: 

n. Hat der Differentialausdruck 

F{x,,x^,...,x^; y; yi,y,,...,y.; yu,yi.,.. .»yj 

die Eigenschaft, dass sein dF sich selbst adjungiert ist, so lässt 
sich stets durch Quadraturen eine Funktion /*, die selbst von der 
zweiten Ordnung ist, ermitteln, vermöge deren Fin derFormF(/)dar- 
gestellt werden kann. Die Differentialgleichung F = ist also 
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dem Problem der Variat ionsrechnung 

d I fdx^ dx^, .. dx^ = 

äquivalent. 

Auch für n = 6 habe ich die Rechnung noch durchgeführt und das Theorem 
n für richtig befunden. Von einer Mitteilung der Rechnung glaubte ich jedoch 
Abstand nehmen zu sollen, da sie ziemlich umfangreich und von der für n ss 5 
prinzipiell nicht verschieden ist. Die Vermutung des Herrn Hirsch trifft 
demnach für n = 4, 5 und 6 zu, und da der Nachweis auf Hülfssätzen beruhti 
die für beliebiges n gelten, so kann es als sehr wahrscheinlich bezeichnet werden, 
dass sie auch allgemein richtig ist. 



Bevor ich zum Thema übergehe, drängt es mich, meinem hochverehrten 
Lehrer Herrn Prof. Dr. P. Stack el für die gütigen Ratschläge und die Teil- 
nahme am Verlaufe meiner Arbeit auch an dieser Stelle meinen verbindlichsten 
Dank auszusprechen. 



§2. 
Vorbemerkung Ober symmetrische Determinanten. 

Um einer unnötigen Beschwerung des eigentlichen Textes der Arbeit vor- 
zubeugen, soll in dieser Vorbemerkung die dort angewandte Bezeichnung einer 
symmetrischen Determinante und ihrer Subdeterminanten sowie die Fassung, die 
einige bekannte Sätze der Determinantentheorie mit Hülfe dieser Bezeichnung er- 
halten, mitgeteilt werden. 

Es sei J die symmetrische Determinante nten Grades: 

Jede beliebige Subdeterminante (n — t/)ten Grades von /l ist dann eindeutig 
charakterisiert durch ein Symbol der Form: 

\a^ öj . . . cj 
vermöge der Definition: 
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Es bedeuten hier: 

1) ab , . ,c und a^b^., .c^ irgend zwei Kombinationen der vten Klasse der 
n Elemente 1, 2, . . . , n in beliebiger Reihenfolge, wo v die Werte 1, 2, . . . , n 
haben kann; 

2) p q..,r und Pj 2i • • • ^i die diese Kombinationen zur nten Klasse er- 
gänzenden Elemente in beliebiger Reihenfolge; 

3) Das Symbol (a b .. .c p q.. .r) die Zahl oder 1, jenachdem die Per- 
mutation a b . ..c p q. .,r der geraden oder ungeraden Permutationsklasse an- 
gehört. 

Durch diese Vorzeichenbestimmung wird bewirkt, dass jedes Glied des Pro- 
duktes 



, .[a b ...c\ 



ein G-lied der Determinante ^ mit richtigem Vorzeichen wird. 

Zur Vereinfachung der Rechnung mit dem Symbol J[ ,' " ] dient die 

Festsetzung (I). 

Es sollen künftig charakterisiert werden: 

Kombinationen der t/ten Klasse durch ab ... c resp. a^b^, . ,c^ 
» » (i/-l)ten „ „ aß...y „ c^ißf-Yi 

„ „ (i;-2)ten „ „ ab...c „ Q,b, ...c,. 

Es bedeutet also z.B. J{ ^ ) öiii® Subdeterminante der (n--i/ + l)ten 

Klasse. 

Auf alle in der Abhandlung überhaupt benutzte Symbole beziehe sich die 
Festsetzung (11): 

Hat eine durch ein Symbol dargestellte Grösse keinen Sinn in Hinsicht auf 
die Definition des Symbols, so ist sie gleich Null zu setzen. 

(cc ß . . vi \ 
^ ' 1 = 0, wenn ♦ unter den Indices a ß . . ,y ent- 

halten ist, weil die Definition (I) fordert, dass a ß .. .y i eine Kombination der 
t/ten Klasse der n verschiedenen Indices 1, 2,..., n ist. 

Mit Hülfe dieser Bezeichnungen erhält man folgende Formeln, die ohne Be- 
weis hingeschrieben seien, da sie nur der Ausdruck für bekannte Sätze sind. 

Als Ausdruck der Symmetrie der Determinante ^ erhält man: 

(1) ^(''l-"'\ = jM^---']. 

\a^b^...cj \a b ., .c / 

Der Satz, dass eine Determinante ihr Vorzeichen ändert, wenn man zwei 
Zeilen resp, zwei Spalten mit einander vertauscht, findet seinen allgemeinsten 

2 



^» 
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Ansdrack in der Formel: 

wenn ef . ..g eine Fermntation von ah...c, 6^f^.,.g^ eine solche von a^b^. ..c^ ist. 
Die Entwickelbarkeit einer Determinante nach den Elementen einer Zeile 
resp. Spalte wird ausgedrückt durch die beiden parallelen Gleichungen: 

»=i \«iPi' •'Vi*/ \«i Pf" Vi/ 

Endlich erhält man bei Beachtung der Festsetzung (D): 



(4) — 



^i^-('-t'")[<::::j)+-(:],:;:;9] 



Die Definition des Symbols dj^ ist in § 1 bereits gegeben. 



r 



-A-bschnitt I. 

§3. 
Methode zur Integration des Syetemes (8) von DiflTerentiaigleichungen. 

Mit dem Symbole (SJ sei der Abkürzung halber das System (8) bezeichnet 
für den Fall, dass die Anzahl der unabhängigen Yariabeln v = m ist. 

Es werde nun angenommen, dass im Falle v = n—l das Theorem (I) § 1 
richtig ist. Es sei also 

/12...n-n 

die allgemeinste Lösung des Systemes (S^^,). Die Summen sind hier über alle 
Kombinationen der betreffenden E^asse zu erstrecken, die Indices ab ., .e und 
a^ &j . . . c^ in natürlicher Beihenfolge zu nehmen. 

Die Koeffizienten Ä sind abhängig nur von den a?, , i»j , . • . , ^» J V] tfu Vi > • • • > y»» 
unabhängig von den y^x, Ihre Indices charakterisieren nur ihre Zugehörigkeit 
zu bestimmten Determinanten. 

Das System (SJ umfasst das System (S,_J. Es ist also: (SJ = (S,_i) + (2:j, 
wo (27.) für den Komplex derjenigen Differentialgleichungen gesetzt ist, die das 
System {8J mehr enthält als das System (S^^). 

Integriert man daher zwecks Integration des umfassenderen Systemes (5.) 
zunächst das Teilsystem (S^^j so erhält man nach Voraussetzung einen Ausdruck 
von der Form (A), in dem die Koeffizienten Ä unabhängig sind von allen den- 
jenigen y^x, die in dem System (S^^ vorkommen, die also den Index n nicht 
enthalten. Dagegen sind die A dann noch Funktionen von y^^, 9s»9-««fy«« luid 
müssen in allgemeinster Weise so bestimmt werden, dass F auch noch dem 
System (27J genügt. 

Die G-leichungen des Systemes (5J lassen sich in folgende 5 G-ruppen ordnen : 

2* 
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I. ??- = {< = 1,2,...,«) 



öy.|öy„ 



(»■ = li2,...,i»\ 
t= 1,2,...,«) 
(•■ + *) ' 



öy«öy„ dyl^ 



^.J? ö^if* _ /t-1,2,...,« V 

IV. i — ^ — + 3— ä — = (*<ft = 1,2,.. ..«I 



f» + < + 



V. -r — 5 h-z — ^ — h-ä — T — = 0. (»<*<:fK:» = i,2,...,ii) 

öyi.öy^r öy^^öy^ öy,,ay,^ '^ . . ^ ^ 

Durch Fortlassen derjenigen Gleichungen, die bereits dem System {S^^ an- 
gehören, erhält man hieraus das System (27J: 

L 

m. -3 — 3 — +^-r = (« = 1,2, ...,n-l) 



IV. 





d'F 

d'yU ~ 











a) 


S'F 




= 


b)- 


öy«3y*. 




2 S'F 
öy„öy.. 


■+ 


d*F 

dyl 







a) 


d*F 


+■ 


d'F 


=s 





b) 


d'F 
öy„dy,. 


+ 


d*F 
äy„ dy^ 


s^s 


: 




d»F 




ö'F 


1 


d'i?' 




öy«öy„. 


-+ 


3y.„ öy^ 


-+ 


öy,.öy». 



(Ä;<fi = I,2,...,n-1) 

/» = l,2,...,n-lv 
lk= 1,2, ...,n— 11 



V. -i-r~ + -5 — ^— + -^— i — = 0- (»<*<^ = l,2,...,n-l) 

^Vik^y^n ^Väu^Vi. ^Vin^Vun 

Die Aufgabe kann jetzt, wie folgt, präcisiert werden: Die Funktionen A 
des Ausdruckes (A) sind in allgemeinster Weise so zu bestimmen, dass F dem 
System von Differentialgleichungen (27J gentigt. Zu dem Behufe sollen die durch 
die linken Seiten der Gleichungen (27J vorgeschriebenen Operationen gruppen- 
weise auf den Ausdruck (A) angewandt werden. Man erhält dann bei Berück- 
sichtigung von § 2 (4) lineare Funktionen (P der Subdeterminanten von J^ die 
gleich Null zu setzen sind. Die so erhaltenen Relationen (P = lassen sich in 
allgemeinster Weise erfüllen, indem man den Koeffizienten einer jeden Determi- 
nante gleich Null setzt; denn es bestehen zwar, wie Krön eck er ^) gezeigt hat, 



1) L. Eronecker, Die Subdeterminanten symmetrischer Systeme. Berichte der Berliner 
Akademie 1882, Seite 824. Wieder abgedruckt Qes. Werke, Band 2, Seite 895—396. 
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zwischen den Subdeterminanten symmetrischer Determinanten gewisse lineare 
Relationen. Aber die Erfüllung der Gleichungen © = in der angegebenen Weise 
bleibt die allgemeinste auch bei Annahme beliebiger Relationen zwischen den 
Determinanten; denn gerade wegen dieser Relationen darf man dann so vielen 
Koeffizienten ganz beliebige Werte, also auch den Wert Null beilegen, bis die 
übrig bleibenden Determinanten von einander unabhängig sind. Deren Koeffizienten 
müssen dann wegen der Gleichungen O s= verschwinden. 

Die Koeffizienten der Subdeterminanten von J in den sind lineare Funk- 
tionen der ersten und zweiten Ableitungen der Funktionen Ä nach den y^^' ^^r 
Nullwerden liefert also ein System linearer Differentialgleichungen erster und 
zweiter Ordnung zwischen den Funktionen A, das gruppenweise integriert 
werden soll. 

Zum Schluss sei noch Folgendes bemerkt. Da 



<l.:::j = <'■.•;::■) ß^™ 



ist, so ist es keine Beschränkung der Allgemeinheit des Ausdruckes (A), wenn 
man setzt: 

^/a 6 ...c\ _ ^/ö^i^f-^A 
Vttj 6j . . . Cj/ \a b . . .c )' 

Zwecks bequemen Rechnens mit den Funktionen A sei ausserdem festgesetzt: 

\a^b^...cj Vji'"9j 

wenn ef..,g eiüe Permutation von ab . , ,c und 6^ /*^ . . . ^^ eine solche von 
a, &j . . . c^ ist. 



§4. 
Herleitung und Integration der DilTerentialgleicIiungen für die Functionen A, 

Gruppe I. 
Setzt mao für F den Ausdruck (A) ein, so erhält man: 



,.^ /o 6 . . . c \ 

dpi \«. i,-.-cJ 
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also: 

Die Integration ergiebt: 

^ \a.6,...c.; KaA-'-eJ^" \a,\...cj' 

wo die JB und C noch beliebige Funktionen von Vi. , y», , . . . , y^ , sind. 

Gruppe n. 

Durch Anwendung auf den Ausdruck (A) erhält man: 

XOtOt ' . . cj . /a o ...e\ _ ^ 
öy«öy^ l«,6,...cj~ ' 

also : 

dyjy^ =0. (* = 1.2,. ...n-1) 

Bei Benatznng des Besultates (I) geht diese GMeichnng über in 

öyl" - 0. (* = 1.2....,«- 1) 

Daher ist 






const., 



d. h. von allen zweiten Ableitungen unabhängig. 

b) ä||: = ^- . (•=>.V...n-l) 

Vermöge § 2 (4) erhält man: 

^a h • . . c 



d-4 



/a 6 . . . c \ 



(• == l,...,n— 1) 
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Wegen § 2, FestsetzuDg (II) verschwindet dieser Ausdruck identisch, wenn 
der Index i unter den Indices ah.. ,c, a^b^. ..c^ enthalten ist. Damit die Be- 
lation in jedem Falle erfüllt ist, muss gelten: 






a b . . . c\ 



wenn keine der beiden Kombinationen ab. ..c und a^b^...Ci den Index ♦ enthält. 
Bei Benutzung der Resultate (I) und (11) übertragen sich die Gleichungen 
auf die Funktionen C. Man erhält: 



/a b ...c\ 

\a, b^... cj _ Q 



dC 

V 

unter denselben Bedingungen. Hieraus folgt: 

\a^ 0^... cJ 
ist eine Funktion von 

^an' ^bn^'"' ^en'' ^a^n' \n' ' " ' \n 

allein. 



Grruppe m. 
2 d*JP d^F 

+ Vt=0. (i=l,2 n-1) 



Benutzt man nach Ausfuhrung der Operationen die Relation § 2 (4) und 
fasst dann die Determinanten der (n— i')ten Klasse zusammen, so folgt: 



2? ? 






+ 



VaA...c,y ^a&...c\ Q 

ätfe aiC.ci ^y<- Vö^i ^1 • • • Cj 



Die folgenden Rechnungen werden bedeutend vereinfacht durch die Ein- 
führung einer neuen Bezeichnung: 

1) Das Symbol ab...c{i) bedeute diejenige Kombination (v—l)ter Klasse, 
die aus der Kombination v ter Klasse ab. ..c entsteht, wenn man den Index i 
daraus fortlässt. 



— 16 — 

2) Das Symbol [ab . . . c{i)] habe den Wert oder 1, jeDachdem eine gerade 
oder ungerade Anzahl von Elementen der Kombination ah,..c grösser ist als i. 
Dann gilt folgende Identität: 






ap...r aipt. 

(*^ g^/a6...c(A)\ 

wenn A, h^ (i irgend drei Indices aus dem Bereich 1, 2, . . . , n sind, die nicht 
notwendig verschieden zu sein brauchen. 
Beweis der Identität («7): 

Nach Festsetzung (II) § 2 liefert ein Kombinationenpaar a b . ..c, a^ 6^ . . . c^ 
der rechten Seite nur dann einen von Null verschiedenen Summanden, wenn die 
Kombination a b ,. .c den Index X, die Kombination a^ b^. . .c^ den Index [i 
enthält. 

Anstatt aber über alle Kombinationen der vten Klasse zu summieren, die 
den Index A enthalten, kann man auch über alle Kombinationen der (i^ — l)ten 
Klasse summieren, die den Index A nicht enthalten und jedesmal A hinzufügen. 
Verfahrt man in dieser Weise mit der rechten Seite von (J) und beachtet man 
gleichzeitig § 2 (2), so geht die rechte Seite in die linke über. 

Mit Hülfe der Identität (J) lässt sich die Gleichung (1) umgestalten in: 

(2) S 2 |2(-1)*-^^ •^^*^-*'*"*-^^^"^^*^-* \<*A'"^i{^) I \qifti»«.cj (^/a6 ...cX ^ ^ 
Hieraus folgt: 

Setzt man in (3) die Ergebnisse (I) — (III) ein, so erhält man: 

Da sich im Laufe der Rechnung herausstellen wird, dass sich diese 
Gleichungen mit den aus Gruppe (IV a) resultierenden zusammenfassen lassen, 
80 ist es zweckmässig, ihre Integration erst mit jenen zusammen vorzunehmen* 
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Gruppe IV. 



ö"F d*F 

a) ^ ^ +- ^ j, =0. {k<(,^ l,2,...,n-l) 

dy^äy,^ dy,Jy^, 

Die Anwendung auf (A) ergiebt bei Benutzung der Relation § 2 (4) und Zu- 
sammenfassung der Determinanten der (n~i')ten Klasse: 

^a & • . . c 






(in 

Formt man den ersten der beiden Ausdrücke mit Hülfe der Identität (J) 
um und fasst ihn dann mit dem zweiten zusammen, so erhält man: 

^Jab ...c(n)\ 
(2) + (_ i)[* * • • • «fJ^U+L«! &i • • • c, (fc) ] \o, 6, . . . c,(Ä:V 



d 
Hieraus folgt: 






Va,&....cJ ^ ,_^^[a6...e(*)]+[a,d,...c,(ft)]+l U. &, . ■ • c,(ft) j 

, . /a 6 . . . c (^)\ 

öy„ 
Die Einführung der Resultate (I)— (III) endlich ergiebt: 

^,^/a 6 ...e\ 

\a^b^...cj _ /_j\[a6...c(Ä:)]+[a,6, ...c,0»)]+l^/o 6 ...c(fc)\ 
öy^öy Ui fti . • . c.O»)/ 



_'U 

(4) 



+ (_l\[«2>...cO*)]+[ai&i...c,(A)]+l^/a 6 ...c(fi)\ 

\«i *i • • • cM)' 
(*<:f* = l,2,...,n — 1) 

3 
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Für k =^ fi würde dieses Gleichungssystem übergehen in das System (4) ans 
Gruppe III. Beide Systeme werden daher durch vorstehende Formeln umfasst, 
wenn man die Bedingung Z;<Cft ersetzt durch 

Ä;<ft = 1, 2, . . ., n — 1. 

Die Integration der zusammengefassten Systeme ergiebt: 

wo die D lineare Funktionen von y^, ^6» • • • > ^01« ^^^^' 

b) /'f +-^^ ^0. (.•4=fc = l,2,..,n-i) 

In derselben Weise wie früher erhält man: 



Die TJmformQng mittels der Identität {J) liefert: 

^.la & ...c(«)\ 

g^/a h ...c(fc)\ 
(2) +(- l)f*^ ' • • ^*)l+[»i &i . ■ -giW] \ai6x...Ct(i) / 

^^/a 6 ...c(t)\ 

Hieraus folgt: 

/a6...c(i)\ /a&...c(i)\ 

^'^\a,b,...c,(i)) ^ ^_ 1 ggfe . ■ . c(fc)]+[a. 6. . . . c.(<)]+l ^'^ \a, 6, . . . c^ (QJ 

(3) 



+ (-1) 



[a6. . .c(«)]+[a,6, . . .c,(fc)]+l 



\a, 6, . . . c,(Ä)/ 



öy*. 
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Diese Gleichungen übertragen sich zunächst unverändert auf die Funktionen 
C. Setzt man dann für diese die unter (lY) erhaltenen Werte ein, so ergiebt 
eine einfache Rechnung, dass sich die Konstanten B mit ihren Koefficienten 
identisch fortheben, so dass sich die Gleichungen (3) unverändert auf die Funk- 
tionen D übertragen. Also ist: 

^j^/a b ...c{i)\ ^j^/a b ...c(k)\ 

(4) 

j^fab ...c(i)\ 

,,[«&... c(»)]+[a, 6, . . . Ci(fc)]+r ^ Ux 6t . . . C,(*V 
Die D sind lineare Funktionen der y^^. Man kann daher setzen : 

(V) 

+|,'-"'°''-""'"f(:,l:::)''."+<'.;:::.)' 

wenn man noch bestimmt: 

und 

Es ist in dieser Schreibweise 

\«i Pi • - • y.^/ _ /_iv(«P-y»)B./a /S •••y*\ , / ix(«i(»i-.yiii)B./« /* •••? 



A 



) 

(a fi . . . y A\ 
a ^ , 1 . Dieser hat also die Form 
«I Pi • • • Yi*-/ 

einer Samme von zwei Konstanten, über deren eine man daher ganz willkürlich 
verfügen kann, was bald von Wichtigkeit werden wird. Es ist nämlich: 

^^/a& ...c(i)\ 

Vo, &. . . . c,(t)y ^ / j Ja &...C (*)] + (« *)j^/a 6 ...c(i)\ 

dy^ \a, 6. . . . c.(i)/ 

. Ja, 6, . . . Ci (fc)]+(t-Ä) ^(ab ...c (t)\ 
"^^~ ^ t la. 6. . . . c,(»)j 



3* 
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^j^fab ...cik)\ 

Va. b,...c, OV ^ (_-^dab...e(i)]+(ki)Ua b ...e{k)\ 
öy<. ^ V«, ^ • . . Ci (»)/ 

^j^/ab...c(i)\ 

öy.. ^ ^ < U, 6, . . . c,(*) j • 

Setzt man diese Werte in (4) ein, so erhält man, da 

(- 1/**^ = (_ 1)<**) + 1 
ist: 

._jJa6...c(*)]t/a 6 ...c(t)\ iN[«,ft,...c.(*)],^/o 6 ...c(i)\ 

(5) 

_ , . Ja6...c(fc)]i^/a b . . .c(k)\ .^0,6, ...c,(fc)]-,/o b ...c(i)\ 

- ^-^) ^U i. . . . c,(i)j +(-1) f U.5. . . . c,(k))- 

Ist Jfc nur in einer der beiden Kombinationen o, b,...,c resp. öj , 6, , . . . , c, 
enthalten, so fiiessen aus (6) die Relationen: 

J,/o 6 . . . c (t)\ < /o 6 . . . c ik)\ 

U, 6, . . . c, (»V U, 6, . . . c, (»V 

(6) (t^J.!!!- l,2,...,n— 1) 

^/ab ...e (i)\ ^ ^/a 6 . . . c (i)\ 
i \o, 6, . . . c,(»)/ < Va, 6, . . . c,(ft)j' 

Ist k dagegen in beiden Kombinationen enthalten, so kann man eine der 
beiden Relationen (6) willkürlich festsetzen, und die andere folgt dann aus (6). 
Die Gleichungen (6) gelten also allgemein. 

Das System von Gleichungen (6) wird umfasst von dem System: 

(7) 

doch sind nur diejenigen Gleichungen des Systems (7) aach in (6) enthalten, bei 
denen einer der beiden Indices X oder [i unter in den Kombinationen a b . . . c^ 
^1 A • • • yi resp. a ß , . . y, a^ b^ , , . c^ nicht vorkommt. 

Das System (7) lässt sich in allgemeinster Weise befriedigen, indem man 
setzt: 
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Das System (VT) ist daher auch die allgemeinste Lösung des Systemes (6), wenn 
man die Beschränkang hinzufügt, dass nicht alle Indices 1, 2, . . ., n in 
a b » . . c, a^ ßi . . • yi, bezw. a ß . . . y^ a^ b^ . . . c^ vorkommen sollen« 

Gruppe V. 

d*F d»F a*JP 

"3 — 5 '"'5 — 5 H-5 — 5 — = 0. (♦<:*<:f*== i,2,...,n— 1) 

öy«öy^. öy»,.öy,. öy,.«öy^ 

Hieraus folgt in der bekannten Weise: 



dÄ 






/aß . 



(1) 









öy, 



<» 









4r.r «^»..„ri oy». t \«i A • . • y, »/ V«, p, . . . y,ft/J 

Formt man die linke Seite von (1) mit Hülfe der Identität (J) nm nnd setrt 
dann den Koeffizienten von J\ . " ' ) eleich Null, ao erhält man : 

ff. (ab ...e (»)\ 
_ ^ ^[a 6 . . . c(i)] + [o, 6, . . . e^(k)] \a,i , . . . C,(k)) 

, . /a 6 ...e(k)\ 
,_ ^ ^[a 6 . . . c(t)]+[«, 6, . . . c,(O r^U.&. ■•.c.(0/ 

öy^. 



(-1)' 



+ (-1) 



(2) 



+ 



j [a b... c(t)]+[a, 6, . . . c. W]^2Vo^6j^^_^£j(^ 

öy.. 

.(ab ...c(ti)\ 
_^^[a6...c(ft)]+[atb,...c.(A) r^ \^a^&^ . . . c^ß )) 

öy,. 

, . /a 6 . . . c (^)\ 
_ [ab... c((*)]+[a, J, . . . c»(»)] \a, b,...c, {%)) 



+ (-1) 



+ (-1) 



3y, 



(ab ...c (t)\ 

öy*. 
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Die Gleichungen (2) übertragen sich zanächst unverändert auf die Funktionen 
C und dann, da die Konstanten B mit ihren Koeffizienten sich identisch aus 
der Brclation herausheben, auf die Funktionen D. Setzt man für diese dann die 
Werte aus (V) ein, so erhält man bei paarweiser Zusammenfassung der Sum- 
manden das System (@): 

. .,[a6...c(»)]+[a6...c0t)]+[a,6....ci(*)]r i^(v)£./a 6 . . . C (i)\ .xOm) J./« 6 .. . C (^)\1 

+(_lj[«^-"'<*W+f«^---«(»')l+[<''*'-«iW][/_i^(*«)j^/o * •••<' W\ . /_i)(*)^/« * •••c(«)\] 

._^Ja6...oöt)]+[a6...c(i)]+[a,6,...c,(i)]r, ^x(^)i,/a 6 • • -«0*)^ , /i^W^./« * .--cWM 

, ,_js[a6...c(»)]+[a,&....c.((t)]+[a,6,...c.(t)]L_js(f»0^/a & ...c{k)\ ^^{if,)^la h ...c(A:)\l 

L •• W,&, . . . *•,(/*)/ ^ \o, ft, . . . c,(t)/J 

L * W 6, . . • c, (t)/ ,• \o, 6, . . . Ci(*)/J 

Sind die in diesen Gleichungen vorkommenden Konstanten E solche, die 
den eingeschränkten Gleichungen (VI) genügen, so verschwinden alle Ausdrücke in 
den eckigen Klammem identisch, denn dann ist nach (VI): 

^(^ ^••^S) = ^i"" f '"'S) = ö(" \ •••^^;) etc. 

Nor dann ist dies nicht der Fall, wenn das Eombinationenpaar a h . , . c, 
a^h^ , . . c^ die lodices t, h, ft zweimal, alle übrigen mindestens einmal enthält. 
Nur in diesem Falle ist also das System (©) nicht schon eine Folge der 
Gleichungen (VI). 

Ist das System von (VI) unabhängig, so ist: 

(VII) (X = 1, 2, . . ., n - 1) 

i \a^ b, . . c,A/ \a, b, . . . cj 

eine Lösung von (©), wo a b . . . c, a^ /J^ . . . y^ bezw. a /S . . . y, a, b^ . . . c^ 
alle Indices 1, 2, . . ., n— 1 enthalten. 

Es bleibt zu beweisen, dass diese Lösung eine erlaubte ist, d. h. dass da- 
durch nicht mehr Relationen zwischen den konstanten Koeffizienten der y^^ in 
den Funktionen D hergestellt werden, als durch das System von Differential- 
gleichungen (2JJ bedingt werden. 
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Es ist mir nicht gelungen, diese Frage in dem allgemeinen Fall, dass die 
Anzahl der Variabein v ^= n ist, zu beantworten. Ihre Zurückführung auf ein 
bestimmtes algebraisches Problem, sowie ihre Erledigung für die Fälle n = 4, 
5, 6, 7 soll in § 6 geleistet werden. 

Hier sei vorläufig angenommen, dass sie sich in bejahendem Sinne be- 
antworten lasse, und es mögen die Konsequenzen aus dieser Annahme gezogen 
werden. Es wäre dann die Integration des Systemes (27«) in allgemeinster Weise 
geleistet, und die Einsetzung der Resultate in den Ausdruck (A) würde die all- 
gemeinste Lösung des Systemes (5w) liefern. 

Ordnet man diese Lösung nach den in ihr auftretenden Konstanten Fj G 
und B, so wird: 

1) der Koeffizient von Fl , * ' ' ) gleich j{ , * " | 
^ \a^o^. . .cj ° \a^ öj . . . cj 

oder, wenn man die Determinanten jetzt als Subdeterminanten der symmetrischen 
Determinante nten Grades 

aufPasst und deren Subdeterminanten entsprechend bezeichnet, gleich 



/a b ...cn\ 



Es wird: 



2) der Koeffizient von Gl f* ' | gleich 

\a,b,...cj ^ 

Es wird: 

3) der Koeffizient von B\ , * ' ' | gleich 

(ab...c\ •t;**t;^, ..2(ah...(il)-i^2{a,b,.,.e,X,).(ab...cX\ 

/a 6 . . . c n\ . "^ ^ (a b . . .c Xn\ 
\a^ 0, . . . c^n/ i=i ;ij__i Vflj Oj . . . Cj n Aj/ 



/a 6 . . . c n\ "rj /a 6 . . . c A\ * (a b ...cX\ fa b ...c\ 
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Damit ist bewiesen: 

Ist die Lösung des Gleichungensystems (@) zwischen den 
Konstanten J? in der angegebenen Weis e erlaubt, so ist die 
allgemeinste Lösung des Systems (S) von Differential- 
gleichungen eine lineare Funktion der symmetrischen Deter- 
minante 



und ihrer sämtlichen Subdeterminanten 



§5- 

Das Gleichungensystem (S). 

Zur Prüfang der Frage, ob die Erfüllung des Gleiohungensystemes (@) 
zwischen den Eonstanten E in der im vorigen § angegebenen Weise gestattet 
ist, diene folgende üeberlegung. 

Die Eonstanten E einzeln genommen haben keinerlei Bedeutung in der 
Lösung des Systemes (S^). Erst gewisse Sunmien der E haben eine solche. Es 
war nämlich: 

(-^> \.ß,...y,kr^'^^ %,ß....y.k) 

der konstante Koeffizient von ^^ in 

j^/a ß ...yk\ 

and 

^"^^ ^\aß...Ykr^ ' k\aß...rk) 

der Koeffizient von y^ in 

\a ß ...y h}' 
Da nun die Gleichung gilt: 
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80 hat erst die Summe 



+ (-^^ ^Vß...Yhr^-^> %ß...rkl 

eine wirkliche Bedeutung. Die Grössen H sintf die eigentlichen in den linearen 
Funktionen D auftretenden Eonstanten. Doch ist hier, damit die £* nicht wieder 

doppelt als -ETI r '" ) ^»d hI *t**" M gezählt werden, noch folgende Fest- 
setzung zu treffen: 

Von zwei zu einem H gehörigen, in der natürlichen Reihenfolge geordneten 
Indexkombinationen soll diejenige als die obere geschrieben werden, in der zuerst 
ein Index kleiner ist als der gleichstellige der anderen. 

Die Konstanten H genügen dann wegen der in § 4, Gruppe Y zwischen 
den Funktionen D gefundenen Beziehungen den Relationen: 

_^. ^.[a6...c(Ä:)]-f[ai6,...c,(t)Wa b ...c{k)\ 

fi\aib,...c,{i)) 

. / i\[.ab...c(k)]+[a,b,...c,(ik)]„(a b ...c{Jc)\ 

(H) . r- nt" ^ • • • cW]+[««^ • • -^iW] o/« ft • . • c (p)\ 

^^ ^ T\a,b, . . . c,{k)) 

_^, j [a6...c(fi)]+[aA...Ci(t)Wa b . . . C (/i)\ 

Da die Indices i, %, fi ganz beliebig sind, braucht bei der Aufstellung der 
Relationen zwischen den H in dieser allgemeinen Form keine Rücksicht auf die 
eben getroffene Festsetzung genommen zu werden. Diese ist aber zu beachten, 
wenn man die Relationen wirklich hinschreibt. 

Jede beliebige Lösung des Systemes (@) zwischen den Konstanten E stellt 
in die Gleichungen (I) eingesetzt zwischen den Konstanten H die Relationen (II) 
her ; denn das System (®) umfasst das System (II). Eine Lösung des Systemes 
(@) ist dann eine erlaubte, wenn ihr die allgemeine Lösung des Systemes (II) 
entspricht, d. h. wenn ^ie in (I) eingesetzt keine von (II) unabhängige Relation 
zur Folge hat. 

4 
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Die Lösung § 4 (Vil) ist also dann eine erlaubte, wenn das System 

\cc ß ...y ) ^ ' \€c,ß,...yj' 

das durch Einsetzen dieser Lösung in (I) entsteht, zwischen den Grössen H 
keine von (11) unabhängige Relation herstellt. 

Die beiden letzten Summanden eines jeden H sind völlig symmetrisch zu den 

beiden ersten gestaltet. Enthält ein H irgend ein 6r ( ?* * * ^ | , so enthält es 

/a b .. .c\ , \fli t^i . . • Cj/ 

auch Gl '/,**' M 7 und zwar mit demselben Vorzeichen. Baraus folgt : 

Mit Bezug auf die Relationen zwischen den H, auf die es hier nur ankommt, 
kann man das System (III) durch das einfachere ersetzen: 

av) h(^ ^ ' -y ^\ ^ (_i\i^ß'"Y^)Q(^ ß "-r \ . / i)(aiPi...yi*)g/«i/5i---yi\ 

M\a,ß,...yjc) ^ ^ Wi/5, ...n*/ \aß,..yk)' 

Es ist dann also nachzuweisen, dass das System (lY) keine von (11) unab- 
hängige Relation zur Folge hat oder, was dasselbe ist, dass die Anzahl der aus 
(lY) resultierenden, unabhängigen Beziehungen zwischen den f nicht grösser ist 
als die Anzahl der unabhängigen unter den Gleichungen (II). Mit Hülfe der 
Jacobischen Criterien für die Abhängigkeit von Gleichungen bezw. Funktionen 
lässt sich dem Problem endlich folgende Fassung geben : 

Man bilde folgende beide Matricen: 

1) die zu (II) gehörige Matrix, 

2) die Funktionalmatrix, die zu (lY) gehört, wenn man die H als Funktionen 
der G betrachtet. 

Dann ist zu beweisen : Es lässt sich eine Zahl q so bestimmen, dass gleich- 
zeitig eine Determinante pten Grades der Matrix (1) und eine Determinante 
(A— p)ten Grades der Matrix (2) nicht verschwindet, wo A die Anzahl der Glei- 
chungen (lY) ist; denn wenn die Bestimmung einer solchen Zahl q möglich ist, 
so sind: 

1) mindestens q der Gleichungen (II) von einander unabhängig, 

2) höchstens q der aus (lY) resultierenden Relationen unabhängig, und 
folglich ist dann die in der vorigen Fassung des Problemes aufgestellte Be- 
dingung erfüllt. 

Auch dieses Problem lässt sich noch auf ein einfacheres zurückführen. Es 
wird indessen von Interesse sein, wenn vorher einige Bemerkungen über die 
Anzahl der zu einem gegebenen n und v gehörigen Grössen H und G, sowie der 
Gleichungen (11) eingeschoben werden, da diese Zahlen im Folgenden wiederholt 
vorkommen und auch bei einer wirklichen Aufstellung der Matricen nötig sind. 
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Es bedeutet hier v die KlassenzaU der die Grössen H und G charakterisierenden 
Indexkombinationen. 

Alle Grössen H, um die es sich hier handelt, enthalten sämtliche Indices 
1, 2, . . . , w — 1, da nur in diesem Falle die Relationen der Gruppe (V) nicht 
schon eine Folge der Relationen der Gruppe (IV) waren. 

Die zu einem gegebenen n und v gehörigen H mögen ^ Indices zweimal, 
2 s Indices einmal enthalten. 

Dann hat man die Gleichungen: 

2s+d' = n-1, 2fi + 2^ = 2v, 
aus denen folgt: 

^ =r 2i;— n + 1, 6 = n— V— 1 ; 

s und d' müssen beide grösser als 1 sein, da sonst überhaupt keine Relation 
(II) möglich ist, die nicht schon eine Folge der Relationen aus Gruppe (lY) 
wäre. Daher hat man Grössen H und Relationen (lY) nur in den Grenzen 

n — 2>v>-g- 
zu beachten. Die Anzahl der Grössen H ist, wie man leicht sieht, 

Die Anzahl der Grössen G ist: 



h = 



(ti\rr} 



Die Anzahl der Relationen (IE) ist: 






(« = 1) 



Durch einfache Umrechnung erhält man hieraus: 

1) A = i<J 

2) Ä = ^ 



6 + 1 



2.31 

3) 



a) /» = ö-äre'tf (*>l) 



s* 



b) ft = äT * (« = 1) 



3! 



4 



* 
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wo 

_ (n-l)(»-2)...(n-26 -l) 

ist. 

Nach diesem Exkurse sollen die folgenden beiden Sätze bewiesen werden: 
Satz 1: Wenn 6 = 1 ist, so stellen die Gleichungen (IV) 

zwischen den H gerade nur die Relationen (II) her. 
Beweis : Wenn « = 1 ist , so gilt folgendes : 

a) Es ist X = k, und folglich kommt jedes O in den Gleichungen (IV) nur 
2mal vor. 

b) Jedes H kommt nur in einer einzigen Relation (11) vor. 

Aus (b) folgt, dass die Gleichungen (IV) sich eindeutig in Gruppen so ordnen 
lassen, dass immer die zu einer Relation (II) gehörigen jETin einer Gruppe stehen. 
Jede dieser Gruppen enthält dann jedes in ihr vorkommende G natwendigerweise 
zweimal; denn sonst könnten die Gleichungen (II) nicht folgen. Irgend zwei i/, 
die in verschiedenen Gruppen stehen, haben dagegen wegen (a) überhaupt kein 
O gemeinsam. Daraus folgt aber unmittelbar, dass von (II) unabhängige Re- 
lationen aus (IV) nicht resultieren. 

Satz 3: Wenn «>1 ist, so stellen die Gleichungen (II) gerade 
X — k unabhängige Relationen zwischen den H her; oder mit 
andern Worten: es giebt stets eine Determinante Äten Grades 
der Matrix (2) von X Zeilen und k Spalten, die von .Null ver- 
schieden ist. 

^ Beweis: In den Gleichungen (IV) sind X Grössen H ausgedrückt als Funk- 
tionen der k Grössen G. Dadurch werden mindestens X — k unabhängige Re- 
lationen zwischen den H hergestellt. Es könnten aber auch mehr dadurch her- 
gestellt werden. Letzteres wäre immer dann und nur dann der Fall, wenn die 
H im Grunde nicht Funktionen der k unabhängigen Grössen G, sondern von k' 
(k'-<.k) unabhängigen Grössen G' wären. Die G' wären dann ihrerseits lineare 
unabhängige Funktionen der G. 

Da die Anzahl der G' kleiner ist als die der Gj sind sicher nicht alle G 
Funktionen der G'. Wegen der Gleichberechtigung der G in (IV) kann man 
sich ferner die G' stets so gewählt denken, dass irgend ein bestimmtes G 
keine Funktion der G' ist. Hieraus folgt aber: 

Liegt der angenommene Fall wirklich vor und setzt man ein beliebiges G 
in den Gleichungen (IV) gleich Null, so folgt daraus keine Relation zwischen 
den wirklichen Unabhängigen G' dieser Gleichungen. Dann kann aber auch 
keine neue Relation zwischen den H daraus resultieren. 

Dies lässt sich umgekehrt so aussprechen: Setzt man in den Gleichungen 
(IV) ein beliebiges G gleich Null und erhält dadurch eine neue Relation zwischen 
den Hj so liegt der angenommene Fall nicht vor. Die k Grössen G sind dann 
selbst die eigentlichen Unabhängigen der Gleichungen (IV), und aus (IV) folgen 
daher gerade A — Ä unabhängige Relationen zwischen den H. Aus der Be- 
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dingUDg 



n 



n—2>v>-^ 



und dem für e gefandenen Werte folgt, dass s höchstens gleich 1 ist für n 
Ist aber 

n>6 und s>2j 
so kommen unter (IV) stets die folgenden 5 Gleichungen vor: 



6. 



( 



H 

2 



H 

8 



(: 
( 



H 

6 



::{lt) - ^-^^-[ <:IUM::IU] 



..213 
..245 



..312 
..345 



:)"(-i)"[-«(:::JLK''(:::"8)l 



..412 
..435 






..613 

..524 



) = 



(-«"[ <'(:;:2«)+«(;::?t6)} 



Die Punkte bedeuten hier irgend 2 bestimmte Eonbinationen, die alle Indices 6, 
7, . . ., w — 1 enthalten. 

Zwischen diesen H besteht keine lineare Relation ; denn setzt man eine 
solche an, indem man die 5 Gleichungen der B>eihe nach mit a^^a,, ..., a^ multi- 
pliziert, so erhält man : 

«1+08 = 0, a,-a^ = 0, -a.+a^ = 0, a^+a^ = 0, a^ + a^ = 0. 

Hieraus folgt: 

a^ = —a^ = a^ = — a, = 03 = —a^ = 

Setzt man dagegen irgend eines der in obigen Gleichungen vorkommenden G 
gleich Null, so fallt eine der 6 Relationen zwischen den a fort, und diese sind 
jetzt mit einander verträglich. Es entsteht also eine neue Relation zwischen 
den Hj wenn man ein einziges der G gleich Nall setzt. Damit ist Satz 2 be- 
wiesen. 

Durch den Satz 1 ist die im Anfange des Paragraphen aufgeworfene Frage 
für die Fälle n<B in bejahendem Sinne beantwortet, da dann, wie bereits er- 
wähnt, s höchstens gleich 1 ist. 

Durch Satz 2 ist sie für 



w>6; 6>2 



auf folgende zurückgeführt : 
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Ist je eine Determinante (A — Ä)ten Grades der für V = rö-Lrö-H-l-'M w — 2 

aufgestellten Matricen (2) verschieden von Null? 

Ist diese Frage in positivem Sinne zu beantworten, so ist die Lösung § 4 
(VII) des Grleichungensystemes (©) eine erlaubte, und folglich die gefundene 
Lösung des Systemes {SJ von Differentialgleichungen die allgemeinste. Würde 
es sich dagegen herausstellen, dass für n = tn die Frage negativ zu beantworten 
ist, während sie für n = 1 , 2, . . ., m — 1 zu bejahen ist, so würde das be- 
deuten, dass für n = m die gefundene Lösung des Systemes (S) nicht mehr die 
allgemeinste ist, sondern eine partikuläre. Diese wäre dadurch zu Stande ge- 
kommen, dass zwischen den konstanten Koeffizienten willkürlich mehr Kelationen 
festgesetzt wurden, als die Differentialgleichungen des Systemes {8) es erfor- 
derten. 

Für 

n = 6 

ist die Frage leicht zu entscheiden. 
Die Bedingung 

n-2>t;>2 

liefert 

V = 4, V = 3. 

Für 1/ = 4 erhält man « = 1. Dieser Fall ist durch Satz 1 erledigt. 
Für r = 3 erhält man 6 = 2 und hieraus 

A = 15, fc = 10, fi = 10, A-i = 5. 

In der Tabelle auf Seite 31 ist die zu n = 6, i^ = 3 gehörige 10 zeilige 
und 15 spaltige Matrix der Gleichungen (IV) aufgestellt. Es ist leicht zu be- 
weisen, dass nicht alle Determinanten fünften Grades verschwinden. Bei der 
stark umrahmten Determinante erkennt man dies unmittelbar. Damit ist die 
Bichtigkeit der Lösung für n = 6 bewiesen. 

Dann gilt sie aber auch für n = 7; denn € kann dann ebenfalls nur die 
Werte 1 und 2 haben. Der erste Fall ist allgemein erledigt. Im zweiten kann 
man das System (IV) in 6 Gruppen ordnen, die vollständig unabhängig von ein- 
ander sind, und deren jede den G-leichungen für n = 6, £ = 2 ganz analog 
gebaut ist. 
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Das Resultat der gesamten bisherigen Untersuchung sei hier noch einmal 

zusammengefasst. 

Für n<7 ist bewiesen, für nr>7 äusserst wahrscheinlich gemacht: 
IstderDifferentialausdruck zweiter Ordnung J'so beschaffen, 

dass sein öF sich selbst adjungiert ist, so lässt sich i^stets auf 

die Form bringen: 

(A) 

atT.c aiTT-« Vöj^i ... V V^i Oj . . . Ci/ \1 2 . . . w; ' 

wo jetzt wieder wie in § 1 ^ = | y„y„. . .y„ | ist und die -4 unab- 
hängig sind von den zweiten Ableitungen y^^' 



§ 6- 

Die Abhängigkeit der Grössen A von x^, a;,,...,a;,; y; y^y ^1)..^^». 

Die Koefficienten der Subdeterminanten in F wurden in den früheren Para- 
graphen, da es sich dort nur um die Abhängigkeit von den zweiten Ableitungen 
handelte, der Kürze halber als Konstanten bezeichnet. In Wirklichkeit sind 
diese Grössen noch Funktionen von rc^ , a;, , . . . , x^] y, y^, y» , . . . , y«* 

Die Forderung, dass 8F sich selbst adjungiert sein soll, liefert für diese 
Grössen A eine Reihe von Relationen, deren Herleitung uns in diesem Para- 
graphen beschäftigen soll. 

Das Differentialgleichungssystem (S) fioss aus den in § 1 aufgestellten 
Gleichungen : 



^ d 
(1) S 



[dF 



(1 + <JJ = 2^: (*= 1,2,. ..,n) 



^idx,[dy,,y' **^ dy,' 

setzt man in diese Gleichungen für F den Wert (A) ein, so erhält man wegen 
§ 2 (4) lineare Funktionen W der Determinante J und ihrer Subdetermi- 
nanten, die gleich Null zu setzen sind. Diese Relationen sind wie früher in all- 
gemeinster Weise zu befriedigen, indem man den Koeffizienten jeder Determi- 
nante gleich Null setzt. Da diese Koeffizienten, wie sich herausstellen wird, 
Funktionen der A und deren Ableitungen sind, so erhält man auf diese Weise 
die angekündigten Relationen für die Funktionen A. 
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Es werde die Operation der linken Seite der Gleichung (1) angewandt auf 



2 S^("t-"')^("J-'-'). 



d. h. auf das Aggregat der in den zweiten Ableitungen (n— t/)-dimen8ionalen 
Glieder von F. 

Dann erhält man den Ausdruck: 



(l+O, 



5^ y vi-i^(«*---M— [^f"*"-"! 
oTi a,<r.c a dx, \ \o, 6, . . . ej dy^ [ \Oj 6, . . . ej\ 

der bei Benntzong von § 2 (1) nnd (4) übergeht in: 

Nun gilt für die Determinanten ^ ( , '" | die Formel : 

® |.4.{-CA::::.i)} = »' 

Ein einfacher Beweis ergiebt sich aus den Resultaten der vorigen Paragraphen. 
Es ist dort nämlich bewiesen, dass eine particuläre Lösung der Gleichungen (1) jede 
beliebige Subdeterminante der symmetrischen Determinante ^ = \ y^^j y„, . . ., yj( 

ist, also auch ji ^^ * * ]• Setzt man diesen Wert in die Gleichungen (1) 

für F ein, so erhält man: 






dJ 






(l + O = 



und hieraus bei Benutzung von § 2 (4): 

S dXf [ v«! Oj . . . c^fC/ \0j 6j . . . Cj t/J 
Ist jetzt einer der Indices a, &,..., c gleich Je, so erhält man : 

also die zu beweisende S.elation. Da k aber ein ganz beliebiger der Indices 1, 
2y . . ., n ist, so kann man stets annehmen, dass einer der Indices a, 6, . . ., c 
gleich h ist. 

5 
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Mit Berücksichtigung der Gleichung (2) geht der Ausdruck (a) über in: 

(a) 22 S ±4^1' •'tl^UC'l '■•']]• 

Es ist nun: 



wo 



frei von den zweiten Ableitungen ist. 

Bei Benutzung von (3) wird der Ausdruck (a): 

(b) 22 2 i^f^J-'-'l^f"?---'^) 

(c) +22 2 ± ^\M''l'-'")]±4''l"-'t\y^- 

[(a) = (b)+(c)] 
Der Ausdruck (c) endlich formt sich mit Hülfe von § 2 (3) um in: 

[(c) = (d) + (e)] 

Die Anwendung der Operation, welche durch die rechte Seite von (1) definirt 
wird, auf die (n— v)-dimen8ionalen Glieder von F liefert den Ausdruck: 

(f) 2 2 s^U(\*-"')Uf*J-"'). 

Bei Anwendung der durch (1) vorgeschriebenen Operation auf die Terme 
(n— v)ter Dimension von i^ erhält man also einen Komplex von Gliedern (n— v)ter 
Dimension (d), (e), (f ) und einen Komplex von Gliedern (n — v — 1) ter Dimension (b). 

Unterwirft man daher den Gesamtausdruck F dieser Operation, so werden 
nur die Glieder der (n— v)ten und (w— i/+l)ten Dimension solche der (n— v)ten 
liefern. 
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Der so entstandene Komplex (n— i/)ter Dimension muss für sich verschwinden. 
Daher hat man die Relation: 

[(«)+0J)+(y)+(«) = O] 

Die Ausdrücke (a), (/5), (y), (d) sind so umzugestalten, dass man den Koeffi- 
zienten einer jeden in dieser Relation vorkommenden Determinante in ge- 
schlossener Form erhält. 

Der Ausdruck {ß) hebt sich fort gegen diejenigen Summanden von (d), bei 
denen keiner der Indices a,, Jj, . . ., c^ gleich k ist. In (/J) + (d) bleiben also nur 
die Summanden übrig, bei denen einer der Indices a,, \^ . . . , c^ gleich k ist. Es 
wird daher {ß) + (ß) gleich: 

Der Ausdruck {y) lässt sich identisch umformen in: 

indem man, anstatt über die Kombinationen der vten Klasse a, 6, . . . c, zu 
summieren und dann den Index ^ fortzulassen, über die Kombinationen «i^, ...}', 
der (v— l)ten Klasse summiert. 

Nach dieser Umformung wird {ß) + {Y)+{ß): 

Der Ausdruck (a) endlich lässt sich identisch umformen in: 

6* 
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indem man, anstatt über die Kombinationen der (i;— l)ten Klasse a ß . , . y 
nnd dann über i zu summieren, über die Kombinationen a b , . . c der vten 
Klasse summiert. 

Die schliessliche Zusammenfassung (a)+(^) + (y) + (*) ergiebt: 



oo!. 






* . ..(«ift...yi^)+i 



4rCJ.^^'y.*)}]^^• 



(fc = 1, 2, . . . , n) 



Diejenigen Determinanten, bei denen keiner der Indices a, &,..., e; gleich k ist, 
kommen in der Summe nur einmal vor. Für a, b, . . . , c =^ k erhält man also : 

Da k ein beliebiger ^Indexjist, kann man aber immer annehmen, dass a, 6, . . . , c 4= A; 
ist, ausser wenn v = « ist. Die Determinante j(^ q"* ) kommt jedoch eben- 
falls nur einmal vor. Also ist auch in diesem Falle die Relation (4) richtig. 



A-bschnitt TT. 

§7. 

Die Aufgabe von Abschnitt II war zu beweisen, dass, wenn dF sich selbst 
adjuugiert ist, F sich durch Quadraturen auf die Form V{f) bringen lässt. 

Diese Aufgabe soll für n^5 nach dem Vorgänge von Herrn Hirsch gelöst 
werden, indem gezeigt wird, dass der Ausdruck: 

(A) F=y^ 2 ^(«J'-'M^f* ?•••*) 

durch Subtraktion geeignet konstruierter Q^rössen F(9) nach und nach zu Null 
gemacht werden kann. Zu dem Behufe sollen in diesem Paragraphen zunächst 
zwei allgemeine Sätze bewiesen werden. 

Ist f ein partieller Differentialausdruck zweiter Ordnung, so ist im allge- 
meinen V(f) von der vierten Ordnung. Nun ist aber eine Vorbedingung dafür, 
dass V(f) die Form von (A) habe, das Fehlen der dritten und vierten Ableitungen 
in V{f). Es liegt daher die Frage nahe, welchen Bedingungen die Funktion 

f{x^, x^, . . ., a?„; y; y,, y,, . . ., y.; y„ , y,,, . . ., yj 

genügen muss, damit V{f) frei von den dritten und vierten Ableitungen wird. 

Da V(f) bekanntlich stets von gerader Ordnung ist, genügt es, die Bedingung 
dafür herzustellen, dass V{f) die vierten Ableitungen nicht enthält. 

Es ist: 



^^^ öy ^dxJ[dyS\kcdxßx. 



er 

Löy,, 



Vierte Ableitungen enthält nur der Summand: 



,1, dx, dx, i a J - 2 2, dx, [Si dx, \dy!!iV "^ **^" 
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Dieser Ausdruck ist dann und nur dann frei von den vierten Ableitungen, wenn 



si[a<'^'-> 



frei von den dritten Ableitungen ist. Gerade aus dieser Forderung war aber 
in § 1 das System (S) hervorgegangen. Wir erhalten also: 

Satz 1: Ist V(f) zugleich mit/*selbstein Differential aus druck 
zweiter Ordnung, so ist/'in Bezug auf die zweiten Ableitungen 
ein Ausdruck derselben Beschaffenheit wie der Dif fentialaus- 
druck zweiter Ordnung i^ unter der Voraussetzung, dass dF 
sich selbst adjungiert ist. 

Eine unmittelbare Konsequenz dieses Satzes ist : 

Lässt sich der Differentialausdruck zweiter Ordnung F von der Beschaffen- 
heit, dass dF sich selbst adjungiert ist, auf die Form V{f) bringen, so hat f in 
Bezug auf die zweiten Ableitungen dieselbe Form wie F. 

Für n < 7 ist dann also auch f eine lineare Funktion von J und den Sub- 
determinanten von ^. 

Umgekehrt gilt: 

Satz 3: Ist der Dif fentialausdruck zweiter Ordnung f eine 
lineare Verbindung der symmetrischen Determinante ^ und 
ihrer Subdeterminanten, so hat V{f) dieselbe Beschaffenheit. 

Der Beweis dieses Satzes soll durch vollständige Entwickelung des Aus- 
druckes V{<(p) geführt werden, wo q> ein beliebiges Glied eines Aggregates von 
der obigen Beschaffenheit ist. 



Es sei: 






wo M nur 

a?j , . . . , x^] y'y y^j . . . , y^ 

enthält. 

Dann ist: 

^ ^^^ dy \a^\.,,cj ^idXa\dya Xa^K-^-oJ] 



^ydx.^dxy [ dypY [ \a, 6, . . . c J ) 



ß^7 

Die drei Summanden der rechten Seite seien der Kürze halber der Reihe 
nach* mit (a), (b) und (c) bezeichnet: 

[7(9) = (a)+(6)+(c)]. 
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Der Ausdruck (c) wird, wenn man für 



d \ ^(a b . . • c \1 



den Wert aus § 2 (4) einsetzt, gleich 

d 






^\dx^\^\dxy 



und wenn man § 6 (2) berücksichtigt gleich 



(c) 



Nun ist: 






i*=i da;^ [y=i dajy 



dM ^ ,*dM 



dx^ 



<j=i öy^ 



wo 



,, dM . ajf 



wie jSf selbst frei von den zweiten Ableitungen ist. Setzt man diesen Wert 
von -= — in (c) ein, so erhält man : 



(d) 



(e) 



In (e) werde für 



s-||-(:,l.:::>.} 



^1 dx^ 



+2^ 

/*=! dx^ 




dM 



|^(«j,:::e,9^- 



[(c) = (d) + (e)] 



|/(a.6..".:c,9%* 



der Wert aus § 2 (3) eingesetzt. Dann geht (e) über in: 



(f) 



P:^ab...e^'^ß (öy/J 






(g) 



+ 




=1 dz 



\.d^ab...e 






\a^ 0, . . . «1- / j 



[(e) = (f)+(g)] 
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(f) hebt sich fort gegen diejemgen Summanden von (b), bei denen a^ a, b, . . ., e 
ist. (b)+(f) kann man dann in folgender Form schreiben: 

denn in diesem Ausdrucke ist nach § 2 Festsetzung (I) jeder Summand identisch 
Null, bei dem s ^ a ist. In dieser Form lässt sich (b) + (f) mit (g) zusammen- 
fassen zu: 



[(b) + (e) = (h)] 



£s ist: 






wo 



tau die ersten Ableitungen enthält. Bei Berücksichtigung von § 6 (2) wird 
daher (h) gleich 

(i) s s (_i)f«^-'<'M+'^f«5--<'Wfö^\ 

[(h) = (i)+(k)] 
In (k) setze man für 

den Wert aus § 2 (3) ein. Dann erhält man: 

Nun hat nur (d) noch nicht die verlangte Form. In analoger Weise formt sich 
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aber aach dieser Aasdrack um in: 



74=«!?^ 



[(d) = (I)+(m) + (n)] 
In (1) ist der Ausdruck: 

frei von den zweiten Ableitungen. Damit ist y{(p) auf die verlangte Form ge- 
bracht. Es ist: 

F(9) = (a) + (i)+(k)+(I) + (ni) + (n) 

ein Aggregat von Subdeterminanten (n— v— l)ter, (n — v)ter und (n— i; + l)ter 
Klasse der symmetrischen Determinante 

^ = I yn» y«»--» y,n I • 

Den Satz (2) hat, worauf Herr Prof. P. Stäckel mich in liebenswürdiger 
Weise aufmerksam gemacht hat, bereits Herr £är seh ak^) bewiesen. Der von 
mir gegebene Beweis zeigt indes nicht nur, wie der des Herrn Kür seh äk, dass 

FLMz/I X '" ) überhaupt ein Aggregat von Subdeterminanten von ^ ist, 

sondern giebt diesen ganzen Ausdruck in entwickelter Form, was für die vor- 
liegende Untersuchung notwendig war. 

Interessant ist es auch, dass die Formel 



i^} dx, [ Uj 6j . . . c^)\ ' 



die in § 6 bewiesen wurde, in der Abhandlung des Herrn Kürschäk als Folge 
eines bekannten Satzes von Jacobi*) über Funktionaldeterminanten auftritt. 



1) Eürschäk, ^üeber die Transformation der partiellen IHfferentialgleichwngen der Va- 
riationsreetmung^ Math. Annalen Bd. 56 (1902), Seite 155 — 164. 

2) Jacobi, ^^Theofia nofüi multiplicatoris systemati aeguixtionum differentialium vulgarium 
applicandi^, Jonrnal für Mathematik Bd. 27 (1844), Seite 203 (lemma fundamentale), wieder ab- 
gedruckt Ges. Werke, Bd. IV, Seite 82B. 

6 
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§8. 

Das allgemeinste Verfahren zur vollständigen Lösung der Aufgabe wäre 
jetzt folgendes: 

Man bilde auf die in § 7 entwickelte Weise den Ausdruck: 

und weise nach, dass die Funktionen M sich durch Quadraturen so bestimmen 
lassen, dass 

\a^ 0^.,. cJ \a^ 6j . . . cJ 

wird, wenn nur zwischen den Funktionen A die Relationen § 6 (4) bestehen. 
Es leuchtet indessen ein, dass dies Verfahren aussichtslos ist, da, wie § 7 lehrt, 
die Funktionen N recht komplizierte Aggregate der Ableitungen der G-rössen M 
nach ihren Argumenten sind. 

Zweckmässiger ist es zu versuchen, sich Grössen F(9J, ^(9^1), . . . , V(q>^ so 
herzustellen, dass durch ihre Subtraktion von (A) der Reihe nach die Glieder 
nter, (n — l)ter, ..., Oter Dimension dieses Ausdruckes zu Null gemacht werden. 
Wenn dies gelingt so hat man: 

F = F(9>.)+ F(9,J+ F(y_,)+ • • •. + y{<P,) = y{9,+<P^. + • • -ip.) = V{f). 

Es soll dabei in Folgendem so verfahren werden, dass der zur Fortschaffung 
der Glieder (n— i/)ter Dimension benutzte Ausdruck 9 selbst von der (n — v— l)ten 
Dimension ist. Dadurch gewinnt man den Vorteil, dass von dem gesamten Aus- 
druck V{(p) nur die dem völlig symmetrischen Ausdrucke (k) des § 7 ent- 
sprechenden Summanden bestimmt zu werden brauchen. Den Gliedern niederer 
Dimension von V{q)) legt man keine weiteren Bedingungen auf. Durch ihre Sub- 
traktion von (A) wird dieser Ausdruck in seinen wesentlichen Eigenschaften 
nicht verändert. Nur werden sich die Beziehungen zwischen den Koeffizienten 
der Subdeterminanten vereinfachen dadurch, dass eine Anzahl dieser Koeffizienten 
Null wird. 



Es soll deshalb die Bezeichnung A\ , ' ' ' ) der Koeffizienten der 
J[ T *" ) durch die ganze Rechnung dieselbe bleiben, wobei man sich aber 
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gegenwärtig halten möge, daas die Werte dieser Koeffizienten durch Hinzuf9gnng 
von Grössen, über die wir uns keine Rechenschaft zu geben brauchen, fort- 
während verändert werden. 

Es ist abgesehen von Gliedern niederer Dimenson V(<p,) gleich 



s*m('* & . . . c\ 

" ^^(a b ...c(S)\ [a6.c(*)J+[o,&,...c,(«)]4-l Va, &, . . . ej 

Es können demgemäss die Glieder (n — v)ter Dimension durch Subtraktion eines 
Ausdruckes V(ip^j) von (A) vernichtet werden, falls sich die Funktionen M so 
bestimmen lassen, dass 



•* *• (ab.,,ed)4-(atk 

(1) 2 2(-l) 

9=1 «=i 






wird, wenn nur zwischen den Ä die Relationen § 6 (4) bestehen. 

Für V = und v = 1 lässt sich diese Bestimmung, wie später gezeigt 
werden soU, stets ausfuhren. Unter der Annahme, dass sie für v = 0, 1, 2, . . ., 
fft — l ausführbar ist, reduzieren sich die Gleichungen § 6 (4) für v = (i auf 






^ ^i öy^ 



Man würde also zu zeigen haben, dass die Gleichungen (2) die notwendigen und 
hinreichenden Integrabilitätsbedingungen für (1) sind. 

Die Notwendigkeit dieser Bedingungen ist leicht nachzuweisen. 

Setzt man nämlich in den Ausdruck 






(- 1)"' 



6 



— 44 — 

für die Ä ihre Werte aus (1) ein, so erhält man: 






Dieser Ausdruck verschwindet identisch, da zu jedem Wertepaar 8, d^ zwei 
nur durch das Vorzeichen verschiedene Summanden gehören. 

Es bleibt zu beweisen, dass die Bedingungen (2) hinreichend sind. Der Be- 
weis erscheint in dieser allgemeinen Form schwierig. Es soll deshalb das Ver- 
fahren weiter spezialisiert werden, indem auch die G-lieder (n— i/)ter Dimension 
nicht auf einmal, sondern nach und nach vernichtet werden sollen, wodurch sich 
die auszuführenden Integrationen sowie die Bedingungsgleichungen (2) immer 
mehr vereinfachen. 

Femer ist zu bemerken: Ist die Aufgabe für «' = m — 1 vollständig gelöst, 
so ist es für n = m nicht mehr nötig nachzuweisen, dass sich alle Glieder 
(n— v)ter Dimension in der angegebenen Weise entfernen lassen, sondern es 
genügt, diejenigen Determinanten fortzuschaffen, die irgend einen bestimmten 
Index, z. B. den Index 1, garnicht oder nur einmal enthalten; denn dann bleibt 
von den Gliedern (n— v)ter Dimension nur das Aggregat: 






Übrig, und die Gleichungen (2) gehen über in: 









wodurch die Aufgabe auf den als erledigt angesehenen Fall n' = m — 1, 
v' = v — 1 zurückgeführt ist. 

Diejenigen Determinanten, die den Index 1 garnicht enthalten, lassen sich 
leicht entfernen durch Subtraktion des Ausdruckes: 
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vermehrt um Glieder, die den Index 1 enthalten, und Glieder niederer Dimension. 
Die Funktionen M sind aus den Differentialgleichungen: 






zu berechnen, was stets durch Quadraturen möglich ist. 

Es bleiben zu vernichten die Determinanten, die den Index 1 einmal ent- 
halten. Ihre Koeffizienten sind jetzt, wie aus (2) hervorgeht, frei von y^] denn 
für a 4= 1) ^1 4= 1 lauten diese Gleichungen, wenn man diejenigen Ä gleich Null 
setzt, die den Index 1 nicht enthalten: 



\ flj 6j . . . cJ 



dÄ 

\ n h /• / 



Es liegt daher nahe, die' Entfernung der in Frage kommenden Terme in 
folgender Weise zu versuchen. Man bildet: 

wo die L frei von y^ sind, und erhält: 

vermehrt um Glieder, die den Index 1 zweimal enthalten, und Glieder niederer 
Dimension. 

Dann muss man zeigen, dass die Funktionen L sich so bestimmen lassen, 
dass 






(3) S(-l) 

wird. 

Von den Bedingungsgleichungen (2) kommen hier nur diejenigen in Betracht, 



in denen Grössen Äl ^ , ' * ) vorkommen, also ausser den bereits benutzten 
-^ — zr-^ — = nur noch: 
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^ iah 

(«) S (- 1) ^?-i:^M'-^ = 



^ ^" ^ öy. 4» ^^^^ 

Die Oleichnngen (^) sind dadurch von Bedeutung, dass man daraus weitere 
Beziehungen zwischen den äI i ) allein erhält, wenn man die linken 

Seiten eliminiert. 

Von diesen Beziehungen werden die leicht herzuleitenden nachstehenden 
Gleichungen benutzt werden : 






.ab...c 



WO der Abkürzung halber gesetzt ist K (kXfi) für: 

ab . ..c 

^/ab...cl*\ /flb...clM_^/ob...cU\ 
\ab...cAf*/ \Qb...ci;A/ \ab...tknJ 

(Ä<A<f»). 

Aus den bisher gefundenen Besultaten folgt zunächst, dass für beliebiges n 
die Glieder nter und (n — l)ter Dimension vernichtet werden können« 

Das Glied nter Dimension enthält den Index 1 garnicht und kann deshalb 
stets fortgeschafft werden. 

Von den Gliedern (n— l)ter Dimension können darauf zunächst diejenigen 
entfernt werden, die den Index 1 garnicht enthalten, und dann, indem man 
bildet : 



und 



■[?M>--(u)] 



setzt, die Terme, die den Index 1 einmal enthalten. Damit ist die Reduktion 
auf den Fall n' = n — 1, v' = geleistet, der allgemein erledigt ist. 
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Für v>2 beschränken wir uns auf die Fälle n = 4 und n = 5, die jetzt 
nach einander behandelt werden sollen. 



I. 

n = 4. 



1. V = 2. 

a) Es sollen zunächst diejenigen Glieder entfernt werden, die alle 4 Indices 
enthalten. Die zugehörigen Gleichungen (3) sind: 



^^\3 



13 4 j dy, dy. 



^124;-"*" öy. dy. 



/14\ _ ""\24J 

l23j "^ öy. ' dy. 



^^^4) *-^V34; 



Die Bestimmung der L lässt sich dann und nur dann ausfuhren, wenn zwischen 
den linken Seiten die Relation besteht: 

^(3S + ^(23)-^(24) = ^(234) = 0. 

Da nun zwischen den 3 zugehörigen Determinanten -^(o^), -^(qj^Ij -^(oq) 
eine Kroneckersche Relation besteht, so kann man, ohne der Allgemeinheit des 
Ausdruck (A) Abbruch zu thun, zwischen den Grössen -^U J, -^(9^)» -^(90) 
eine ganz beliebige Relation festsetzen, also auch die obige. 

b) Jetzt bilde 'man: 



= 2S S (-1) 

ab d=:a,b oy^ 



n.ab{8)\ 
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nnd setze: 

dL 



dy^ ^ ' \ ah / 



Die notwendigen und hinreichenden Integrabilitätsbedingungen dieser Gleichungen 
sind : 



<t> . -C») 



G-erade in diese Gleichungen gehen aber die Relationen (a) über, wenn man 
darin diejenigen A, die alle 4 Indices enthalten, gleich Null setzt. 

Damit ist die Redaktion auf den Fall n' = 3, v' = 1 geleistet. 

2. V = 3. 

Die Gleichungen (3) lauten : 



A 



3 4> 
12 3\ ""V23 4; 



/123\ 
l234^ 



a.(-t) 



öy« 



flf/234\ 

./124\__^2\2_34/ 
^l2 34J- dy. 



A 



3 4^ 
134\ "^^1234 



V2 34J 



-'--t) 



Öy. 



Die zugehörigen Integrabilitätsbedingungen sind: 

S(-l) ^ ^ = 0, 

also gerade die Gleichungen («) für den Fall n = 4, v = 3, 

(2 3 4\ 
234) ^^^ da^®^ ausführbar. 

3. V = 4 

(1 2 3 4\ 
19^4.) ^°^^^^* ^®^ Index 1 zweimal. Der 

Fall ist also auf n' = 3, v' = 3 zurückgeführt. 
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n, 

n = 6. 

1. V = 2. 

a) Die Gleiohangen für diejenigen A, die 4 verschiedene Indioes enthalten, 
sind: 



A 



«1^ a^Q axQ 

l34J dy, Öy, dy, 

/13\ ^^^4) ^^(43) ^^^5) 

I24J + dy, öy, dy, 

V23; "*" ay, "^ öy, ay. 



und drei analoge Gh:appen. 

Die Elimination derjenigen ü, die nur 3 verschiedene Indioes enfhalten, kann 
offenbar nur geschehen, indem man bildet: 



4^-Q-Q = ^<^»*> = -^^f^ 



und ebenso: 



•'S 



WO P(2345) ftir: 



Q-'Q-'-O 



gesetzt ist. 

Die notwendigen und hinreichenden Integrabilitätsbedingungen dieser Glei- 
chungen sind: 



«=1 
also gerade die Gleichungen {y) für den Fall n = 6, t; = 2. 



7 
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Daher ist zunächst die Bestimmung von P(2345) und darauf auch diejenige 
der L möglich. 

b) Die Entfernung der Glieder, die nur 3 verschiedene Indices enthalten, 
geschieht in genau derselben Weise wie die der entsprechenden Terme unter 
I. 1. b). 

2. V = 3. 

a) Die Gleichungen (3) fär diejenigen A, die alle 5 Indices enthalten sind: 



A 



/B12\ _ ^^(354) ^^(453) 
Ib 3 4 j - ay, dy, 

/5 1 3\ _ _ V2 5 4) \4 5 3) 

l5 2 4J - öy. d!/. 



öy. 


^^l254J 


<l^ 



./B14\ _ "^^V254y , V3 5 4/ 
"^1523/-+ öy. +~ 



ö^i 



und 3 analoge Ghruppen. 

Hieraas folgt zunächst die Relation: 



ä:(2 3 4) = 0; 

6 



in derselben Weise erhält man: 



jr(34B) = 0; Z"(24B) = 0: 2E:(23B) = 0. 

8 8 4 

Diese 4 Relationen kann man wieder beliebig festsetzen, da sie wegen der 
zwischen den zugehörigen Determinanten bestehenden Elronecker'schen Bezie- 
hungen die Allgemeinheit des Ausdruckes (A) nicht beschränken. 

Nach dieser Festsetzung kann man aus jeder Gruppe eine Gleichung fort- 
lassen; denn wenn die L so bestimmt sind, dass sie den übrigen 8 Gleichungen 
genügen, so sind die nicht berücksichtigten vier identisch erfüllt. 

Zur Bestimmung der L seien folgende 8 Gleichungen ausgewählt: 



-r/234\ ,r/'2 4 3\ 
,/215\_ , ^^1235; , ^^l245J 
"^1234^ + Öy. + dy, 

■ /413\_ ^%5S) ^^l245J 
^ U 2 B j ~ öy. öy. 
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A r 14\ _ /^l235J ^^1264] 
"*l236J-"'" ay, dy. 



-a-- 



,/31B\ ^^(235) ^^^^45) 
^l324J = ^^^ + 



öy, öy« 



/412\ _ ^^(453) ^^(345) 
U 3 5 j - öy, öy. 



./412 
A 



A 



-,/234\ ,,./352\ 
/314\ ^ ^\235J ^^U54J 

V3 2 5J öy, öy. 



■ /512\ _ , ^^(453) ^^(354) 
^1534;-"^ öy, öy. 



Jede der Grössen 



^(245)' -^(254)' -^(345)' ■'^(35^ 



kommt nur zweimal in diesen Gleichungen vor. Ihre Elimination kann also nur 
auf eine einzige Weise erfolgen, und es genügt zu beweisen, dass die Gleichungen, 
die durch diese Elimination entstehen, erfüllbar sind. 
Diese sind: 

^,^/234\ .,r/4B2\ ../21B\ ../413\ ../214\ ../513\ 

^-^(235) ^^(453)^ ^^1234) ^-^(425)^ ^-^(235) ^^(524) 

öy.öy, öy.ay, ay, dy^ dy, dy, 

^Vt^y, ^y*^y» öy, öy, öy, öy. 

Die fiestimmang von -^^ (n •> f? ) ^^^^ "^ (4. r q) ^°° diesen Grleichnngen ist nun 

7* 
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in der That stets aosführbar, da man mit Hälfe der Relationen («) leicht erhält : 

AAß^^\ Aa(^^^\ Aa{^^^ AAft^^\ 

^^1234) ^-*i425J^^l524J ^-^(235) 
öyt öy« ö.y, äy, 

_ Ar^/213\ /215\ ./214\1 
- dy.L l245J''"'*l234J~^l235JJ 



and ebenso: 



öyg "'' ^y* %. öy. 



öy 



-[-(liS-e^S-fa^Sl 



- 4[f (246)] = 0. 



b) Die Fortschaffang derjenigen G-lieder, die niur 4 Indices enthalten, ge- 
schieht jetzt durch Subtraktion des Ausdruckes : 



^j,(abc\ 



= 2 _ 

nach Integration der Differentialgleichungen : 

,/ab cy 



dL 



/ab c\ 

[abcj ^ ^^Äahc(d)]^/labc(d)\ 

9v* V a6c / 



Die zugehörigen Integrabilitätsbedingungen sind: 
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d. h. diejenigen Glekhongen, in die die Relationen (a) übergehen, wenn man die 
Ä, die alle 6 Indices enthalten, gleich Null setzt 

3. V = 4. 

Die Gleichungen (8) Bind hier: 



ar/2345\ 

./1234\ °-^\2 3 4 5/ 

\234BJ ~ ay. 



ÖL-'^^' 



./1235\ _ " V2 345J 
^\2345J~''" dy. 



ÖL-^^^' 



/1245\ V2345J 

^l2345J - äy. 

flr/2345\ 
./134B\ _ °^\2345j 
^12345;""^ dy. 

Die Gleichungen (a) 

(«/»»)''^\^234BJ 



|;(-i) 



öy 



= 0. 



« 



sind die zugehörigen Integrabilitätsbedingungen. 
4. V = B 

fuhrt, da ^(ioQj.pt) ^^^ Index 1 zweimal enthält, auf den Fall: n' = 4, 

v' = 4 zurück. 

Die Durchfuhrung der Rechnung für n = 6 gestaltet sich ganz analog. 
Da sie indessen ziemlich umfangreich ist und auch kein principielles Interesse 
darbietet, habe ich mich ihrer Darstellung enthalten zu müssen geglaubt. 

Es gilt demnach, um die Ergebnisse des Abschnittes 11 noch einmal kurz 
zusammenzufassen, für n = 4, 5, 6 das Theorem: 

Wenn der Ausdruck F die Eigenschaft hat, dass sein dF sich 
selbst adjungiert ist, so hat F die Struktur 
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nnd kann durch Qnadratnren anf die Form F = V(f) gebracht 
werden, worin 

ist und die Koeffizienten Jf Funktionen von Xj,«,,.. .,z,; y; y„y„ ...,9. 
darstellen. 



Thesen. 



I. 

Die Berechtigang zor Emfuhrimg einer Zahl in die Arithmetik beruht allein 
anf der Definition dieser Zahl. 

n. 

Eine innigere Verschmelzung des Unterrichtes in der experimentellen und 
mathematischen Physik würde das Stndinm dieser Wissenschaft bedentend er- 
leichtern. 

ni. 

Die Beschäftigung mit den Grundlagen der modernen Naturwissenschaft führt 
mit Notwendigkeit zn einer Erkenntniskritik im Sinne Kants. 
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